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はじめに

ラマヌジャンは，ちょうど 100年前に大活躍した天才数学
者ですが，30年ほどで地球を去ってしまいました．
ラマヌジャンは 1887年 12月 22日に南インドに生まれ，

1914年 4月～1919年 2月の間はイギリスのケンブリッジ大学
に留学し，1920年 4月 26日に故郷にて病気のため亡くなりま
した．32歳の若さでした．
この本は，ラマヌジャンの数学について，いくつかの重要な
点にしぼって紹介します．とくに，1916年に提出されたラマ
ヌジャン予想に注目します．そこでは，ラマヌジャンによる新
しいゼータ関数の発見と研究という画期的なできごとがありま
した．それを使って，80年後の 1995年にフェルマー予想の解
決が達成されることになります．フェルマー予想は 1637年頃
に出されていましたので，解決に至るには，人類の 360年と
いう長い期間にわたる苦闘が必要でした．その原動力がラマヌ
ジャンだったのです．
ラマヌジャン予想は，ドリーニュにより 1974年に証明され
ました．ドリーニュは，それを含む業績によりフィールズ賞を
受賞しました．ラマヌジャン予想の解決に至った 60年近くの
道程は，20世紀の数学革命として名高いグロタンディークに
よる代数幾何学の革新と軌を一にしていました．
さらにさかのぼりますと，ラマヌジャン予想は，1859年に
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リーマンが提起したリーマン予想の変形版と見ることができま
す．リーマン予想は数学最大の難問と言われ，150年以上経っ
た 21世紀の現在も未解決となっています．ラマヌジャン予想
は，たしかに難しい問題なのですが，リーマン予想ほどには難
しくはなく，人類にはちょうど良い難しさだったのでしょう．
解ける問題を作ることは大切なことなのです．
本書の読者には若い人を想定しています．ラマヌジャンは数
式をこよなく愛していましたので，まずは出てくる数式を観賞
して楽しんでください．また，見慣れない数学用語に出会って
も気にしないでください．時間が経つと，そのうちにわかるよ
うになります．ラマヌジャンの好きだった「発見的方法」にも
触れてください．
さらに，これからの人はラマヌジャン予想で満足しないでく
ださい．ここでは，“p→1”というラマヌジャン方式から絶対
数学を経てリーマン予想に挑む方法も説明します．
本書の章の数は 12になっていますので，毎月一章読むと一
年で読み終わるようになっています．急ぐ方は，冬（1～3），春
（4～6），夏（7～9），秋（10～12）と四回にまとめて読むのもよ
いでしょう．

2017年 1月 2日

黒川信重
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第�章 ラマヌジャンとは

皆さんはラマヌジャンという名前を耳にしたことがありま
すか？ 数学の天才だと知っている人もいるでしょう．まずは，
ラマヌジャンを紹介します．

1 ラマヌジャン インドからイギリスへ
シュリニバーサ・ラマヌジャンは，1887年にインド南部に
生まれ，1920年に 32歳で亡くなりました．少年の頃から数学
のみに生きた人でした．
ラマヌジャンの数学をインドで正しく認めてくれる人がいな
かったため，ラマヌジャンは苦しかったのです．彼は，インド
で事務員をやっていた 1913年 1月 16日にイギリスのケンブ
リッジ大学教授のハーディに直接手紙を書きました．その中に
は 120もの数学の結果が書いてありました．ハーディ教授に
は真価を見抜いて欲しかったのです．
インドでは
　

“1+2+3+…” = − 1
12

という式を書いても誰も理解してくれなかったのが，ラマヌジ
ャンにはとても悲しいことでした．この式の意味については，
第 5章で説明します．
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手紙を読んだハーディは驚きました．早速，ラマヌジャンを
ケンブリッジ大学に招待しようと考えました．それは 1年後
の 1914年 3月に実現しました．1914年 3月 17日にインドの
港を出たラマヌジャンは数学に専念できる幸せにあふれていま
した．
ラマヌジャンは，ケンブリッジ大学に 1914年 4月に到着し
てから 1919年 2月まで滞在し，数学に明け暮れました．それ
は，ラマヌジャンにとっては夢のような生活になるはずでし
た．
しかし，1914年夏には第一次世界大戦が始まり，イギリス
も参戦しました．ケンブリッジ大学は戦争での負傷者の救護所
になるという悲惨なありさまでした．ラマヌジャンは南インド
の温暖な気候とは反対の寒冷な天候に悩まされていました．そ
の上，戦争のために燃料や食料も欠乏していました．とくに，
菜食主義者のラマヌジャンにとっては充分な栄養をとるのが困
難な状況になっていきました．

2 ラマヌジャンと数学
そんなときでも，ラマヌジャンは数学を中心に懸命に生きて
いました．数学は紙と鉛筆があれば，どこに生まれて成長して
もできます．
ラマヌジャンは孤高の天才と呼ばれていて，数学の本流とは
別だったという印象を抱きがちです．実際は，ラマヌジャンの
数学が 20世紀の数学の本道を切り開いてくれたのです．たと
えば，第 9章で説明するように，フェルマー予想の解決（1995
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年）という大定理も，ラマヌジャンが 1916年に新しいゼータ
関数を考え出してくれていたおかげでした．
ラマヌジャンの数学の特徴は飛び抜けた多産性です．毎日い
くつもの数学結果を日記のように書いていました．実は，ハー
ディとあまりうまくいかなくなってしまうのですが，その原因
の一つは，ハーディがラマヌジャンに対して感じた数学的ジェ
ラシーだったと思われます．大数学者でも 1年にいくつかの
発見で充分です．普通の数学者なら，何年かに一つくらいで大
丈夫です．それが，毎日いくつもとなるとハーディでさえうら
やましくなってしまうのも当然です．
ラマヌジャンの数学は，直観的な傾向が強いということも目
立っています．手法としては「発見的方法」（第 3章と第 5章
参照）を活用していたと思われます．現代の数学から見て残念
なことは，「証明する」という習慣がラマヌジャンにはあまり
なかったらしい点です．それは，ラマヌジャンがインドでは数
学公式集で勉強していたということが原因でしょう．論理を大
切にする数学の訓練を受けた経験が，ほとんどありませんでし
た．現代数学では ラマヌジャン時代も含めて 証明が他
人に認められてはじめて成果となることを彼は知りませんでし
た．
もっとも，天才的な数学者が結果を予想して提出し，それを
秀才数学者が証明する，というのはとても合理的な良いシステ
ムとも言えます．数学者にも予想を立てるのがうまい人，証明
するのが得意な人，とさまざまいます．
ただし，ラマヌジャンといえども数学について万能ではなか
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ったのです．ラマヌジャンが書いていた数式のかなりの部分は
結果的に正しいものでしたが，いくつかの重要な点 とくに
素数分布関係 では本質的に間違っていました．ラマヌジャ
ンは自分の数式はヒンズー教のナマギリ女神の教えと信じて
いて，間違いをおかすことはないと思っていたので，かたくな
になっていました．それも，ハーディの気分を害したことでし
た．
これから数学の学習や研究に向かう人は，客観的に説明でき
るように自分を訓練することが大切です．せっかくの良いアイ
ディアを持てたとしても，他の人に理解されなかったら生きま
せん．

3 ラマヌジャンの境遇
ラマヌジャンがケンブリッジ大学に来て楽しみにしていた
ハーディとの数学研究はどうなったでしょうか？
残念なことに，そこでは数々の問題が起きてしまいました．
ラマヌジャンにとって数学は新しい数式を得ることが第一の目
標だったのですが，ハーディには，なぜそうなるか理由を付け
て説明すること それが数学における「証明」です が重
要な点だったのです．会話はかみあいません．その上，ラマヌ
ジャンは信心深い風土に育ち，ナマギリ女神が数式を伝授して
くれると信じていました．ハーディは神を信じない無神論者で
した．
その結果 戦争の影響が大きかったことは既に述べた通り
です 1917年からはラマヌジャンは健康を害し，入院治療
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などの後，1919年春にインドに戻り，1920年には帰らぬ人と
なってしまいました．
もし，ラマヌジャンがイギリスのハーディ教授のところでな
く，ドイツのヘッケ教授のところに行ったなら，もっとうまく
いったのではないかというセルバーグの見解もありますが，そ
れもたやすい道ではなかったでしょう．タイムマシンがあれば
実現させてあげたいものです．

ラマヌジャンの一生については，2016年 10月 22日から日
本公開となった映画『奇蹟がくれた数式』にあざやかに描かれ
ていますので，機会を見つけて鑑賞してください．数学だけで
なく，戦争や宗教についても考えさせられる映画です．
この本では，ラマヌジャンが元気だった 1916年頃 ちょ
うど百年前です の数学成果を軸に解説します．それは，ラ
マヌジャン予想やラマヌジャン積と呼ばれる話です．
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第�章 素数の積とラマヌジャン

ラマヌジャンは素数
　

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,…

が友達でした．

1 素数の積
ラマヌジャンは素数の分布を考えるだけでなく，素数に関す
る積もいろいろと求めています．たとえば，
　 ∏

p:素数

p2+1
p2−1

=
5
2

という式を書いています．
∏
の記号はかけ算（積）を表わしま

す．
∏

p:素数
は素数 pのすべてについての積を表わします．その

ラマヌジャンの手書き原稿を見ることもできますので確認して
ください（第 3章参照）．
この式は，素数
　

p = 2, 3, 5, 7, 11,…

全体に関する無限積が 2.5という簡単な数になるところに意外
性があります．この無限積のはじめのほうを
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　 22+1
22−1

· 32+1
32−1

· 52+1
52−1

· 72+1
72−1

· 112+1
112−1

·…

=
5
3
· 10

8
· 26
24

· 50
48

· 122
120

·…
=

5
3
· 5
4
· 13
12

· 25
24

· 61
60

·…

と書いていっても，2.5になることはすぐには見当がつかない
ことでしょう．

2 オイラー
残念なことに，上記の結果は，数学史上では，ラマヌジャン
が最初に見つけたものではなく，時代をさかのぼって，オイ
ラーに行き着きます．
オイラーは，1707年 4月 15日にスイスに生まれ，1727年
からロシアのサンクトペテルブルクに移って研究し，1783年
9月 18日にサンクトペテルブルクにて亡くなりました．オイ
ラーは，いろいろな数学の源流となっている大数学者です．
レオンハルト・オイラーは 1737年にオイラー積表示
　 ∏

p:素数

1
1−p−s =

∞∑
n=1

n−s = ζ(s)

を発見しました．この左端がオイラー積と呼ばれ，すべての素
数 pに関する積です．中央はすべての自然数 nに関する和で
す．右端はゼータ関数（ζ はギリシア文字の「ゼータ」で，ア
ルファベットの「ゼット」に当たります）の記号であり，1859

年に（オイラーの仕事を記念して）リーマンが名付けました．
ζ(s)はリーマンゼータ関数と呼ばれています．
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積が和に等しくなるのはふしぎな感じがしますが，はじめの
ほうを書くと，
　 ∏

p:素数

1
1−p−s =

1
1−2−s · 1

1−3−s · 1
1−5−s ·…

これをすべての素数について計算すると
　 ∞∑

n=1

n−s = 1−s+2−s+3−s+…

に等しいというものです．
素数 pに対して
　

ζp(s) =
1

1−p−s

とおきますと，オイラー積は
　 ζ(s) =

∏
p:素数

ζp(s)

と書くことができます．こうしたときに，
　 {

ζp(s)を「局所ゼータ関数」
ζ(s)を「大域ゼータ関数」

と呼びます．
オイラーが
　 ∏

p:素数

p2+1
p2−1

=
5
2

= 2.5

を得たのは 1737年のことです．その証明は（pは素数全体を動
くことにして）
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　 ∏
p

p2+1
p2−1

=
∏
p

p4−1
(p2−1)2

=
∏
p

1−p−4

(1−p−2)2

と変形することからはじめます．そこで，オイラー積表示
　 ∏

p

(1−p−2)−1 = ζ(2),

　 ∏
p

(1−p−4)−1 = ζ(4)

を用いることにより
　 ∏

p

p2+1
p2−1

=
ζ(2)2

ζ(4)

とするのです．オイラーは 1735年に
　

ζ(2) =
∞∑

n=1

1
n2 =

π2

6
,

ζ(4) =
∞∑

n=1

1
n4 =

π4

90
,

ζ(6) =
∞∑

n=1

1
n6 =

π6

945
,

ζ(8) =
∞∑

n=1

1
n8 =

π8

9450

などを求めていました（第 3章を見てください）．したがって
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