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はじめに
もはや人間はコンピュータに勝てない？

私たちは日常さまざまなゲームに囲まれている．チェスやオセ
ロなどの盤ゲーム，山くずしや石置きなどの数理ゲーム，トランプ
の 1人ゲーム，じゃんけんの手や雨傘を持っていくかを決める選
択ゲームである．
これらのゲームに必勝法があったらよいのにと思うのは自然な発

想である．相手がどんな選択をしても自分が適切な選択をすれば必
ず勝つことができたり，一定の点数の獲得を保証できたり，迷わず
に最適な解に到達できたりする，そんな方法があったらよいと願う
ものである．
この本はゲームの必勝法の研究にとりつかれた 20世紀の科学者

たちが明らかにした必勝法の原理を解明する．これらの科学者は，
本業の仕事として，あるいは本業の仕事の合間に，ゲームの必勝法
の研究を行っている．彼らの驚くべき発見は，その後の数理科学，
経済学，情報科学の基礎となっている．

20世紀の交互型 2人ゲームの必勝法の研究は，その後の数理科
学の基本的な見方となり，同時型 2人ゲームの研究は経済学の重
要な理論へと発展した．迷わずに最適解に到達する必勝法も問題解
決方法論として情報科学の重要な手法へと発展している．
私たちの生きる 21世紀では，コンピュータと人間のチャンピオ

ンの知的対戦が行われている．広く知られたものには次のようなも
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のがある．
　

1997年 チェス Deep Blueがカスパロフに 2勝 1敗 3分
　　　 カスパロフは 2003年にパソコンと対戦し 1勝 1敗 4分
1997年 オセロ Logistelloが世界チャンピオンに 6戦 6勝
　　　 2002年に元日本チャンピオンに対し 2戦 2勝
2011年 クイズ Watsonが過去チャンピオン 2名に
　　　 クイズ番組「ジェパディ！」で圧勝（一部奇妙な解答）
2014年 将棋 第 3回将棋電王戦 5種ソフト対 5人プロ棋士

4勝 1敗．翌年 2015年 3勝 2敗で人間勝つ．2016，
2017年 Ponanzaが八段，名人にそれぞれ 2戦 2勝

　　　
　　　
2016年 囲碁 AlphaGoがイ・セドルに 4勝 1敗
　　　 前年 2015年に欧州チャンピオンを 5勝 0敗で破る
　　　 2017年に

か

柯
けつ

潔九段と対戦し 3勝 0敗で破る

21世紀は人間のチャンピオンがオセロやチェス，そしてクイズ
や将棋や囲碁で敗れる時代となってしまった．20世紀のゲームに
関する科学者のさまざまな発見をたどりながら，最後に 21世紀の
必勝法に対する見方を考えてみることにしよう．

2017年 6月

徳田雄洋
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第�章 チェスの勝敗は，先手・後手を
決めた時点で決まる

　
1 ツェルメロの定理

チェスやオセロや 3目並べや山くずしなど，2人のプレーヤーが
交互に手を指す，交互型 2人ゲームと呼ばれるゲームに必勝法が
存在するかという疑問は多くの人が一度は抱くものである．
この疑問に対し，1913年にドイツの数学者ツェルメロは，チェ

スや同じ特徴を持つ数多くのゲームに関して以下の驚くべき発見を
報告している．

ツェルメロの定理

交互型 2人ゲームは，先手に必勝法があるか，後手に必勝法がある
か，両者最善を尽くすと必ず引き分けかのいずれかである．

　彼の発見の主要部分を今日の言葉で言い直すと次のようになる．
まずチェスなど多くの交互型 2人ゲームは，以下のような 5つ

の特徴がある：
1）1つの開始局面からスタートする．
2）先手と後手が毎回交互に有限通りの可能な手から 1つの手を

選んで打つ．1つの手を打つと，局面は次の局面（次局面と呼ぶ）に
移る．1つの局面から移ることができる次局面は 0通り以上の可能
性がある．

3）次局面がない局面を終了局面と呼ぶ．終了局面で，先手の勝
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ち・後手の負け，後手の勝ち・先手の負け，引き分けのどれか 1

つに決まる．引き分けは存在しない場合もある．
4）ある整数が存在して，開始局面からその回数以下の指し手で，
必ず終了局面に到達する．

5）先手も後手もゲームの局面の進行について完全な情報を得て
いる．現在の局面で選択した手のみで次局面が決定され，外部の偶
然的現象の影響を全く受けない．
ツェルメロの発見は次の通りである．これらの特徴を持った交互
型 2人ゲームは，先手必勝型か後手必勝型か引き分け型，のどれ
かになる．すなわちミスをしないプレーヤー同士が対局した場合，
先手・後手の順番を決めた瞬間に，戦わずして勝敗が決まってしま
う．野球などのように強いチームなら先攻でも後攻でも相手チーム
に勝てるということはないのである．
ここで先手必勝型，後手必勝型，引き分け型の意味は次の通りで
ある．
先手必勝型とは，先手が毎回適切な手を選択すれば，後手がどの
ような手を選択しても，先手が勝つというものである．
後手必勝型では，先手がどのような手を選択しても，後手が毎回
適切な手を選択すれば，後手が勝つ．
引き分け型では，先手が毎回適切な手を選択し，後手も毎回適切
な手を選択すれば，引き分けになる．
先手必勝型，後手必勝型，引き分け型という分類をゲームタイプ
と呼ぶことにする．このツェルメロの発見は，今日では逆時間順原
理を用いて，容易に説明することができる．
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逆時間順原理

時間的順序で後の段階の値とその 1つ前の段階の値の間に成り立つ
関係式を利用して，最終段階の値から出発し，逆順に値を検討して，
開始段階の最適な値や値の持つ性質を導く．
　

　逆時間順原理を使えば，目的地の到着時刻から逆順にルートをた
どって出発地点の最適な出発時刻を求めたり，ゲーム最終局面の勝
敗から逆順にゲーム進行をたどって開始局面の勝敗を導くことがで
きる．
ツェルメロの主張を検討する前に，必要な用語を定義しておく．

プレーヤーが 1つの手を打つ際に，打つ前の局面を
おや

親局面（元の局
面），打った後の局面を子局面（結果の局面）と呼ぶ．
局面の親と子の関係は次のような分岐の図で表すことができる．

この例では親局面に 3つの可能な手があり，1つの手を選ぶと，3

つの子のどれか 1つの子局面に進行する：
　

親子関係の分岐の図を複数の世代にわたってつなげると次ページ
の図のような

き

木構造が得られる．開始局面から終了局面までのすべ
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ての世代の分岐を表した木構造をゲーム
き

木と呼ぶ．下図は開始局面
が局面 0で，2手打つとどれも終了局面になるゲーム木を示してい
る．1手目の親局面は局面 0で，その子局面，つまり 2手目の親局
面は局面 1，局面 2，局面 3である：
　

簡単な 1×3マス盤上の 3マス石置きゲームで対応するゲーム木
を描いてみる．ゲームのルールは次の通りである．
石の置いていない 1×3マス盤の上に，先手と後手が交互に，1

回に 1個または連続 2個の石を置き，自分の番がきて，石を置く
ことができない人の負けとする．つまり可能な手のない局面で自分
の番となった人の負けである．
このゲームの局面は，1×3マス盤の上の各マスに石があるかな
いかを示す図で表現できる．開始局面では石が 0個，終了局面で
は石が 3個盤の上にのっている．開始局面の次局面は以下の 5通
りがある．盤のマス目を左から順に，左，中央，右と呼ぶことにす
る：

・左に 1個ある局面

・右に 1個ある局面

・中央に 1個ある局面

・左と中央に連続 2個ある局面

・中央と右に連続 2個ある局面
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左に 1個ある局面の次局面は以下の 3通りである：

・左と中央に合計 2個ある局面

・左と右に合計 2個ある局面

・3個ある局面
以下同様に局面の親子関係を求め

ていくと，右図のようなゲーム木が
得られる．
それではツェルメロの主張を検討

するために，ゲーム木上で勝敗決定
を 1手前倒しする操作を考えてみよ
う．この操作は子局面の勝敗を利用
して，逆時間順に，親局面の勝敗を
決めている．

勝敗決定の 1手前倒し

1つの親局面の子局面すべての勝敗が決定していれば，その親局面
の勝敗を決めることができる．

　親局面の勝敗を，子局面の勝敗から以下のように決定する．ゲー
ム木では，先手が奇数手目で，後手が偶数手目で手を選択してい
る．
奇数手目で先手が手を打つ場合，子局面に 1つでも先手の勝ち

があれば，先手はその子局面に進む手を選択すればよいので，親局
面は先手の勝ちと決定できる．そして，子局面に先手の勝ちはない
が 1つでも引き分けがあれば親局面は引き分けと決定できる．一
方，子局面に先手の勝ちも引き分けもなければ後手の勝ちと決定で
きる．
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この勝敗決定ルールを図で示すと次のようになる．局面が先手の
勝ちを○印，後手の勝ちを×印，引き分けを△印で示す．勝敗は子
局面から親局面へと決まっていく：
　

同様にして，偶数手目で後手が手を打つ場合，子局面に 1つで
も後手の勝ちがあれば親局面は後手の勝ちと決定できる．子局面
に後手の勝ちはないが 1つでも引き分けがあれば親局面は引き分
けと決定できる．子局面に後手の勝ちも引き分けもなければ先手の
勝ちと決定できる．この勝敗決定ルールを図で示すと次のようにな
る．同じく勝敗は子局面から親局面へと決まっていく：
　

勝敗決定の 1手前倒し操作を用いると以下が成立する．

開始局面の勝敗決定

有限個の局面を持つゲーム木が与えられると，終了局面の勝敗から
出発して，開始局面における勝敗が，先手の勝ち，後手の勝ち，引き
分けの 1つに決まる．

　理由は次の通りである．対象とするゲームにはある整数が存在し
て，どんな終了局面もその回数以下の指し手で到達する．したがっ
てゲーム木の最大の手数を nとすると，n手目の子局面はすべて
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終了局面で勝敗が決まっている．したがって勝敗の 1手前倒しに
より n手目の親局面すべての勝敗が決まる．
次に n−1手目の子局面を考える．この子局面が自分の子を持た

ない場合は終了局面なので勝敗が決まっている．もし自分の子を持
つ場合は n手目の親局面なので上記からすべて勝敗が決まってい
る．したがって勝敗決定の 1手前倒しにより n−1手目の親局面す
べての勝敗が決まる．
以下同様に，この前倒し操作を，n−2手目，n−3手目，...，2

手目，1手目と繰り返すと，最終的に 1手目で次のようになる．
1手目の子局面を考える．この子局面が自分の子を持たない場合

は終了局面で勝敗が決まっている．もし自分の子を持つ場合は 2

手目の親局面なので上記からすべて勝敗が決まっている．したがっ
て勝敗決定の 1手前倒しにより 1手目の親局面，つまり開始局面
の勝敗が決まる．
開始局面が先手の勝ちなら先手必勝型，後手の勝ちなら後手必勝

型，引き分けなら引き分け型である．
この勝敗判定付きゲーム木を用いると，必勝法は次のようにな

る．先手必勝型の場合，先手は毎回次局面の中から先手の勝ち局面
を選べば最終的に勝ちとなる．後手必勝型の場合，後手は毎回次局
面の中から後手の勝ち局面を選べば最終的に勝ちとなる．引き分け
型の場合，両者どちらも次局面の中から引き分けの局面を選べば最
終的に引き分けとなる．
例 毎回可能な手が 3通りあって，3手目で必ず勝敗のつくゲー

ム木で勝敗決定の 1手前倒し操作を行うと次ページの図のように
なる：
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開始局面で後手の勝ちと判明する
ので，後手必勝型とわかる．後手が
勝つためには，毎回適切に後手の勝
ち局面，つまり×印の局面を選ぶ必
要がある．後手はミスをすると，先
手の勝ちや引き分けになる場合があ
る．
例 3マス石置きゲームの勝敗判
定は右図のようになる．このゲーム
は開始局面で先手の勝ちとなり，先
手必勝型とわかる．先手は毎回次局
面の中から先手の勝ち局面を選ぶ必
要がある．すなわち先手は 1手目で
中央に石を 1個置き，3手目で最後
の 1マスに石を 1個置けば勝つこと
ができる．



科学ライブラリー　必勝法の数学
aat0128-01.ps : 0009 : 2017/6/21(11:54:49)●

第 1章 チェスの勝敗は，先手・後手を決めた時点で決まる 


多くの盤ゲームで，開始局面の勝敗を求めることは，ゲーム木が
巨大となるため，勝敗決定前倒し操作と各種の効率的探索法を組み
合わせても困難である．例えば通常の 8×8マス盤オセロのゲーム
タイプを求めることは今日でも困難とされている．
有名なゲームについては次のような結果が知られている．禁じ手

のない 5目並べは先手必勝型，3目並べは引き分け型，6×6マス盤
オセロは後手必勝型（1993年），チェッカーは引き分け型（2007年）
である．

3目並べで後手が引き分けに持ち込むためには，先手が中心な
ら，後手は隅を選ぶ，先手が隅なら，後手は中心を選ぶ，先手が辺
の中間なら，後手は両脇の隅か中心か反対側の辺の中間を選べばよ
いことが知られている．後手がこれ以外の場所を選ぶと先手の勝ち
になってしまう．

6×6マス盤オセロでは，先手の黒がどのような手を選んでも，
後手の白に必勝法が存在するが，両者が全くミスをしない場合，先
手 16個・後手 20個で終了する完全な試合の手順が知られている．
数学者ファインシュタインによる完全な試合の手順は次ページの図
の通りである．

　
2 条件の確認

ツェルメロが前提としたゲームの特徴を 2つのゲームが満たす
ことを確認してみよう．
オセロでは，局面は盤の上の石の配置で表現できる．8×8マス

=64マス盤の各マスには 3通りの可能性がある．石がない，白石
がある，黒石がある，の 3通りである．開始時に 4マスに石があ
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り，交互に 1マスずつ石を置くので，60手以内で終了することに
なる．可能な手がない場合，パスが認められるが，2人のプレー
ヤーが続いてパスすると終了となる．パスしないプレーヤーが続
けて指した手はまとめて 1回の現在局面から次局面への移動とみ
なせば，必ず手番が入れ替わることになる．
チェスでは，局面は盤の上の駒の配置で表現できる．8×8マス

=64マス盤の各マスには 13通りの可能性がある．駒がない，6種
類の白駒の 1つがある，6種類の黒駒の 1つがある，の 13通りで
ある．したがって局面数は高々 13の 64乗である．チェスでは，同
一プレーヤーにより 3回同一局面が発生すると引き分け終了（厳密
にはプレーヤーが適切なタイミングで申し立てをする必要がある）
となる．したがって可能な局面数N と同じ回数だけ手を打つと，
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