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は じ め に

　2014年の 12月，私は名古屋大学の全学教育棟の片
隅にあったキラキラと光るきれいな展示スペースに足
を踏み入れました．様々な星形多面体のランプシェー
ドが飾られていて，クリスマスの飾りのような楽しい
空間でした．普通の殺風景な教室が素敵なギャラリー
になっていたことに驚きました．いろんなきれいな形
を見て，数学の展覧会もやってみたいと思い，その会
場にあった感想ノートにコメントを残しました．それ
からしばらくして，ギャラリーを運営している学生か
ら連絡があり，数学の展覧会が実現できることになり
ました．

　そのころ，小学生だった息子とは，いろんな博物館
や科学館に行っていました．私が子どものころの博物
館は薄暗い空間に恐竜の化石などが並んでいるような，
ちょっと怖いところでした．今は動画で説明されてい
たり，自分で動かして体験できたり，とても楽しい博
物館がたくさんあります．息子が興味を持っていた宇
宙やロボットに関する展示ばかりを一緒に見学してい
るうちに，だんだん自分も興味を持ち，ロケットの打
ち上げ中継を観るほどの宇宙ファンになっていました．
ところがふと，科学館には数学の展示がほとんどない
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ことに気付いたのです．
　その後，たまたま夏休みにドイツやイギリスに行く
ことがあり，子どもたちといろんな「数学博物館」を
訪ねました．日本にはない数学の展覧会です．そろば
んのようなものから現代のコンピュータまでが展示し
てある部屋もあれば，パズルもあり，幾何学の模型が
ならんでいる部屋もありました．展示物には関連する
数学の説明もちゃんと書かれていました．科学館同様，
こんな展示を見て，数学に興味を持つ子どもだってい
るはずだと思い，日本にも数学博物館を作ってみたく
なりました．

　またあるとき，日本数学会で女性数学者数名が集ま
って「どうやったら女性数学者を増やせるか」という
議論をしたことがありました．その場にいた女性たち
はみな，数学が好きとか，もっと勉強したいという興
味だけで数学科を選んでいて，理系に男性が多いかど
うかは気にしていませんでした．実際，女子中高生向
けの数学のイベントに参加するのはすでに数学に興味
を持っている生徒だけです．数学に興味を持つ女性を
増やすには，中高以前に数学に興味を持つ機会を増や
さないといけないのです．その会合の直後の日本数学
会の春の学会では，小中学生向けの数学のイベントを
行いました．数学への興味を持つ機会を増やすために
は単発のイベントではなく，日常的に刺激を受ける必
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要があります．科学館のような「数学博物館」はそん
な機会のひとつにもなります．

　まず，理学部 1年生の学生向けの「数学展望」とい
う現代数学を紹介する講義で，「数学博物館があった
ら，どんな展示をするといいか？」という問題を与え，
『数学博物館を作ろう！』というテーマで，ポスター
を作ってもらいました．理学部の学生なので，もとも
と数学が好きな学生も多いのですが，小学生から楽し
めるようなパズルのようなものから，高校生向けの発
展的な内容のものまでさまざまな作品が出来上がって
きました．そして不思議なことに，その作品のほとん
どが数式を使わず，数学の面白さを伝えていました．

　名古屋大学の小さなギャラリーは，学芸員を目指し
ている学生たちが運営しているものでした．そのメン
バーはほぼ全員が文系学部に所属しており，数学を専
門にしている人はいませんでした．ところが理学部の
学生たちが作ったポスターが展示された会場で，皆が
じっとポスターに見入って，「数学って面白い！」と
か「こんなパズルにも数学が隠れているんだ！」と感
心していたのです．これだけでも私には十分嬉しく，
展覧会は成功でした．

　その後，いろんな学部の現代数学入門の講義を担当
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する傍ら，学生たちに『数学博物館を作ろう！』とい
う展覧会の展示物を作ってもらいました．2回目は，
工学部の学生による『数学は役に立つのか？』という
テーマの展示で，そこには多くの工業製品や工学的な
研究現場に使われている数学が紹介されていました．
彼らにとって数学は，必要不可欠な道具です．そのせ
いか多くのポスターには数式が溢れていましたが，私
の知らない数学の使われ方がたくさんあって，とても
勉強になりました．そして出来上がりもすごくきれい
でした．3回目は，文系学部の学生たちと『文化とし
ての数学』というテーマで開催しました．数学史や数
学を用いた芸術などがテーマに選ばれ，ポスター自体
も芸術作品のように美しいものもありました．

　理学部，工学部，文系学部とほぼすべての学生によ
る数学の展覧会を開催したあと，数学の専門家である
数理学科の学生にも協力してもらいました．テーマは
『群論』です．ここでは少人数のグループを作り，展
示内容が重複しないよう，また基本的な数学の内容か
ら応用まで網羅できるように工夫しました．最終的に
は一人一作品でしたが，グループごとの作業は，普段
大学に来ても授業を受けるだけで，ほとんどの人と会
話もしない数理学科の学生には，同級生と交流すると
いう別の意味もありました．数学をみんなに理解して
もらいたいという気持ちのつまった盛りだくさんな展
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覧会になりました．そして最終回となった 5回目は理
学部 1年生の「線形代数学」でした．行列は高校で学
ばなくなりましたが，実際にはいろんなところに使わ
れているので，その重要性を訴えたかったのです．学
年末だったので，翌年の新入生に行列とはこういうも
のだよと伝えるメッセージとして作品を作ってもらい，
翌年度の 4月に展覧会を開催しました．この展示をし
てはじめて，高校の数学から行列がなくなったことを
知った大学教員もいたようです．

　このような展覧会の開催に協力してくれた学生たち
のおかげで，数学の展覧会が 5回もできました．さら
にその総括として名古屋大学博物館では『美しい数
学』というタイトルで数学の展示をさせていただきま
した．その後，異動した先の研究所や図書館でも同内
容の展示をさせていただきました．常設の「数学博物
館」まではまだ遠い道のりですが，これまでの展覧会
や学生たちへの講義をもとに本書を書きました．

　いま人工知能（AI）やデータサイエンスなど，いろい
ろなところに数学が使われています．今後も数学の需
要はもっと増えることでしょう．数学をこれから学ぶ
人にも，数学には興味がなかった人にも，本書で数学
の美しさや，数学の世界の広がりをお伝えできたら幸
いです．

はじめに v
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特別なメガネ

　数学はたくさんあるものを整理する道具である．世
の中にはいろんな形，いろんな色，いろんな匂いなど，
様々な性質のものがある．そんな混沌とした状態を何
か特別なメガネで見てみると，意外と秩序のある世界
に見えてくる．そんなメガネを提供するのが数学であ
る．
　そんなメガネは見たことない！とか，そんなメガ
ネはどこに行けば手に入るのだろう？と思うかもしれ
ない．実はそんなメガネを作る力を私たち人間は持っ
ている．おそらく誰でも持っている．ただし，人によ
ってそのメガネの役割が異なるので，家族でも全然ち
がうメガネを作るかもしれない．そして，そんなメガ
ネを作るのを生

なり

業
わい

としているのが数学者という人たち
である．
　よく「数学者は何をしているのか」と聞かれる．数
学という言葉から連想されるのは，多くの人にとって
は，中学や高校で学ぶような学校で習った数学である．
そして学校では先生が何かを説明してくれて，そのあ
と必ず問題を解いて，テストもあった．だから数学者
も何か問題を解いているのだろう？ いつも紙に向か
って鉛筆を走らせ，時折，ああでもない，こうでもな
い，とぶつぶつ言いながら，何か複雑な計算をして，
その答えが出ると「できた！」と喜んでいるように思
われることも多い．
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　「問題を解いている」というのはまんざら間違いで
もない．そして「できた！」と喜ぶこともときどきあ
る．でも中高生の演習問題と違って，模範解答もなけ
れば，テストもない．数学者の「問題」は，まだ誰も
解いてないものでなくてはならないので解答はない．
「できた！」と喜べるのは，誰よりも早く見つけて，
その正しさを証明したときだけである．他の誰かが先
に解決していた場合は，別証明として認められること
もあるが，同じ証明方法の場合は「残念！」となり，
自分の結果にはならない．また考えている「問題」は
いつも正しいとは限らないので，解けないこともある．
ある問題を解決するためにたくさん計算することもあ
るが，実は数学者には計算が苦手な人も多い．という
と，すごく驚かれるが，数学者数名でご飯に行った時
に割り勘したり，おつりを数えたりするのにけっこう
時間がかかる．

　計算が苦手な人で数学ができる人なんて，中高生の
ころはいなかっただろう．いったい数学者とはどんな
人たちなのだろう．もちろん難しい暗算を瞬時にやっ
てしまう数学者もいるが，そういう人はたいてい小さ
いころにそろばんで鍛えた人である．数学者になるに
は，そういう計算能力ではなく，最初に書いたような
メガネをうまく作る能力が重要なのである．

1　数学の世界へ！ 3
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分類と同値関係

　さて，ここで日常生活の中にもある「メガネ」の例
をあげよう．今日はたくさんの洗濯をしたとする．最
近の洗濯機は，乾燥まではしてくれるが，クローゼッ
トや洋服ダンスに片づけてはくれない．いま目の前に，
赤，黄，緑，青の 4色の Tシャツ，ランニング，短
パン，靴下，全部で 16枚の洗濯物があったとする．
そしてあなたは一人暮らしだとすると，だれも手伝っ
てはくれない．さて，これらをどのように片付けるか．
　一人暮らしなら，誰も見てないから，そのまま部屋
の隅に積んでおくよ！というのもひとつの方法であ
る．でもそれでは面白くないので，引き出しのついた
タンスを準備する．引き出しは何段あってもいい．16

枚をそれぞれ 1枚ずつ 16段の引き出しに入れること
もできる．でも，それはあまり現実的ではない．引き
出しの数はそんなに多くはない．
　実際にこのような場合，あなたはどのように洗濯物
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を片付けるか．かなり多くの人は，種類別に片付ける．
Tシャツは Tシャツだけまとめる，という方法である．
たまに色別にしまうという人もいる．赤いものをすべ
て同じ引き出しに入れるのである．他にも 4色セット
にするなど，片付け方はいろいろあることはわかるだ
ろう．
　じつはこの「洗濯物を引き出しに片づけるルールを
決めること」が数学のメガネなのである．種類で分け
る，色で分けるというルールを決めないと，どの引き

1　数学の世界へ！ 5
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出しに入れてよいかわからない．しかもうまくルール
を決めないと，上手に片付けられないのである．つま
り「同じ引き出しに入れる基準」をしっかりと決める
必要がある．

　数学ではこの作業を分類と呼ぶ．英語では classifi-

cation，つまりクラス分けだ．そして同じクラスに入
ることを数学では同値といい，同じクラスのことを同
値類という．さらに同じクラスに入る基準を同値関係
という．実は数学では，この同値関係というのは，ど
んなものを分類するときにも使える強力な条件である．
以下に述べるのが，この同値関係の定義である．数学
では，皆が共通して使えるルールを定義と呼ぶ．

　まず定義を述べる前に，必要な用語を準備する．集
合とはものの集まりである．人の集まりでも，数字の
集まりでもなんでもよい．その中に入っている人や数
字を，その集合の要素と呼ぶ．上の例では，16枚の
洗濯物も，目の前の洗濯物の集合といえる．また要素
が何も入っていない集合は空

くう

集合と呼ぶ．

定義
空でないある集合 Sのどんな 3つの要素 a, b, c

に対しても，次の三条件が成り立つとき，関係

6
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～を同値関係と呼ぶ．
1）　a～a

2）　a～bならば b～a

3）　a～bかつ b～cならば a～c

　ここに現れる 3つの要素は，どんな 3つであっても
よいので，すべて同じものであってもよい．また，こ
の三条件にはそれぞれ名前がついていて，
1）は反射律
2）は対称律
3）は推移律
と呼ばれる．

　この定義はかなり抽象的なのでわかりにくいかも
しれない．特に関係～というのがわかりにくい．
「a～b」と書いたとき，「aは bと～（という関係）である」
という文章だと思ってほしい．例をいくつか考えてみ
よう．まずはいちばんなじみのある数学記号である．

例 1

　集合 Sを自然数全体としよう．つまり Sの要素は
1，2，3，...というような正の整数である．この集合に対
して，関係～を等号＝とすると，定義の 1）から 3）
がすべて成り立つことがわかる．つまり

1　数学の世界へ！ 7
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1）　a＝a

2）　a＝bならば b＝a

3）　a＝bかつ b＝cならば a＝c

　したがって，自然数全体において等号＝は同値関
係であることが確かめられる．

　つぎはさきほどのクラス分けに関連して，学校のク
ラスを考えてみよう．

例 2

　ある小学校の 1年生全体を集合 Sとする．このと
き関係～を，「同じクラスだ」とすると，a, b, cとい
うのは 1年生の生徒である．
1）　aは aと同じクラスである．
2）　aが bと同じクラスならば，bも aと同じクラス
である．

3）　aが bと同じクラスで，bが cと同じクラスなら
ば，aは cと同じクラスである．

　ほかにも同じ教室の中で，同値関係が成り立つ例を
いろいろと考えてみると面白い．誕生日が同じ，とか
年齢が同じなど，日常的に「同じ」と言っている言葉
の多くが，この同値関係をみたしていることに気付く
だろう．

8
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　さて，最初にあげた洗濯物を片付ける場合であるが，
集合 Sを目の前の 16枚の洗濯物として，関係～とし
て，同じ種類である，とか，同じ色であるという条件
が同値条件の三条件をみたすことはそろそろ確認でき
るようになっただろう．他にも異なる片付け方がある
はずだが，これは読者にお任せすることにする．

　同値関係が成り立つ例ばかり考えていると，同値関
係というのはいつでも成り立ちそうな気がしてくるの
で，同値関係が成り立たない例も考えてみよう．

例 3

　集合 Sを自然数全体とするとき，不等号＜は同値
関係にならない．実際に 1）a＜aも成り立たないし，
2）a＜bであるとき，b＜aは成り立たない．3）の条件
a＜bかつ b＜cならば a＜cは成り立つが，3つの条件
をみたす必要があるので，同値関係にはならないので
ある．

　つぎはあまり数学的な感じはしないが，役に立つ事
例である．

例 4

　集合 Sをある小学校のクラスとする．このとき関
係～を「aさんは bさんと仲良しだと思っている」

1　数学の世界へ！ 9
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とする．三条件のうち 1）はともかく，2）は不幸にも
成り立たないこともある．さらに 3）はかなり成立し
にくい条件である．

　この関係はなかなか同値関係にはなりにくいのにも
かかわらず，小学校で先生が「好きな人どうしで遠足
の班を作りましょう！」という．そうするとうまく班
分けできず，悲喜こもごもの状態になってしまう．実
は数学的に「分類」できない条件だからなのである．
よりよい班分けのためには，上記の同値関係をみたす
条件を使えばいいのである．これが数学のメガネの一
例であり，数学も少しは生活の役にも立つかもしれな
いと思っていただけたら幸いである．

ユークリッド幾何学の不変量

　ところで，この同値関係は，数学の研究にはどのよ
うに役立つのだろうか．今度は幾何学において「同じ
図形」として分類される基準をいろいろ見ていこう．
幾何学にはいろんな種類があり，分類の基準が変わる
と「同じ図形」も変わることがわかる．実際にいろい
ろな幾何学に使われる同値関係と分類について紹介し
よう．

　いちばん身近な幾何学はやはりユークリッド幾何学
だろう．ユークリッド幾何というのは，小学校から高

10
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