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監訳者解説

K 理論とは，線形代数の一歩先から現代幾何の最先端へと続く道であって，

ベクトル束の安定同値類から構成される一般コホモロジー論である．ベクトル

束の安定同値類とは超巨大行列の線形代数であって，線形化と安定化は現代幾

何の基本戦略であるから，K 理論は現代幾何に遍在する．

本書はアティヤによる教科書 K-theoryの全訳である．原著は，1964年のア

ティヤによるハーバード大学での講義のアンダーソンによる記録を基として，

1967年にW. A. Benjamin社から出版され［13］，1989年に内容が改訂されて

Addison-Wesley社から出版されている［17］．ロシア語への翻訳［14］もある．

本書は 1967年版を底本として翻訳された．1967年版と 1989年版の違いは後

述する．翻訳にあたっては，まず訳者の川辺治之氏が全体を訳し，次に監訳者

の松尾が内容の検討を行った．その際，数学的な軽微な誤りや定理番号の重複

などを修正し，一部の記号は現代の標準的なものに変更した．

K 理論の最高の入門書が本書である．線形代数と位相空間を勉強して，さ

あ次は何にしようかと胸を高鳴らせている人たちに是非読んでほしい．

1 アティヤとK理論

1. 1 アティヤについて
アティヤ（Michael Francis Atiyah）は，1929年 4月 22日にロンドンで生ま

れ，2019年 1月 11日にエジンバラで亡くなった．幼少期はスーダンとエジプ

トで暮らした．1955年にケンブリッジ大学のホッジの下で学位を取り，現代

数学において八面六臂の活躍をして，数多の優秀な弟子を育てた．1966年に

フィールズ賞を受賞し，2004年にアーベル賞をシンガーと共同で受賞した．

1990年から 1995年までロンドン王立協会の会長を務めている．さらに詳し

い経歴については，例えばウェブサイト Celebratio Mathematica（https://

celebratio.org/Atiyah MF/）を参照のこと．ちなみに，アティヤは/@ti:@/と
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発音するようだ．

アティヤの論文は，全 7巻の全集［16］にまとめられている．第 5巻までは

分野ごとに整理されているが，それにもかかわらずほぼ時の流れに沿って並ん

でおり，全集各巻の冒頭の本人注解と相まって，アティヤの数学の変遷がうか

がえる．主要業績として，
•アティヤとヒルツェブルフによる一般コホモロジー論としてのK 理論の

導入［20］
•アティヤ シンガーの指数定理［24–27］とアティヤ パトディ シンガーの

指数定理［21–23］
•アティヤとボットによるリーマン面上のゲージ理論［18］

を挙げておく．また，ウィッテンに象徴される現代物理を広く数学者に知ら

しめ，逆に物理学者には現代数学の有用性を理解させるなど，数学と物理の

交流を促したことも重要な仕事である．アティヤの数学については，追悼特

集［37,39,52］が大変によくまとまっている．

1. 2 K 理論について
K 理論の特徴は，
•一般コホモロジー論の一つであること
•ベクトル束の安定同値類から幾何学的に構成されること

ア　　ティヤ　　（左）　　 　　　とヒルツェブルフ　　　　（右）（1977 年，ボン）
　Photograph by Konrad Jacobs, https://opc.mfo.de/detail?photo_id=7491 

©MFO 1977, CC BY-SA 2.0 DE

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/deed.ja
https://owpdb.mfo.de/
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•ボット周期性
• J 群や指数定理を経由してホモトピー論や大域解析の道具となること

にある．

まず，K 理論は，一般コホモロジー論の一つであって，2. 4節に説明され

ているような整備された体系を持ち，完全系列や切除定理による具体的な計算

が可能である．また，本書では説明されないが，チャーン指標やアティヤ ヒ

ルツェブルフのスペクトル系列によりK 理論とコホモロジー理論とは結びつ

く．

しかし，それぞれの一般コホモロジー論は単に抽象的に存在するのではな

い．例えば，ホモロジー理論とコホモロジー理論が部分多様体や微分形式と

結び付くように，K 群はベクトル束から幾何学的に構成される．アティヤは，

K 理論とベクトル束の緊密な関係を特に自然なものと見ており，一般コホモ

ロジー論の中でもK 理論を特別視していた．その観点は本書の通奏低音とな

っており，3. 2節でコホモロジー群がアダムス作用素の固有空間として定義さ

れているほどだ．

さらに，K 理論はホモトピー論や大域解析に強力な応用がある．例えば，

3. 2節で説明されるように，K 理論にはアダムス作用素という強力なコホモ

ロジー作用素があり，球面上のベクトル場の問題［2］やホップ不変量の問題［9］

に使われ，第 3章を締めくくる J(X)の研究［3–7］につながる．ホモトピー論

の観点からは，K 理論は v1 周期的であり，v0 周期的である有理コホモロジー

理論の次の階層にある．さらに次の階層には楕円コホモロジー理論や位相的モ

ジュラー形式などがある．K 理論は vn 周期性に基づく現代の安定ホモトピー

論における試金石である［50］．また，付録 Aで説明されるようにK 群とフレ

ドホルム作用素は表裏一体のものであり，アティヤ シンガーの指数定理のK

理論的証明ではボット周期性とギジン写像と楕円型作用素の指数が渾然一体と

なっている．

本書の主題はトポロジーにおけるK 理論だが，現代ではK 理論の思想は

トポロジーを超えた拡がりを持つに至り，作用素環のK 理論［32］や代数的K

理論［49］はそれぞれの分野で基本的な位置を占めている．他分野でのK 理論

と対比して，トポロジーでのK 理論を位相的K 理論と呼ぶこともある．ま



単行本　K理論
aat0180-kai.ps : 0004 : 2022/6/27(09:38:25)

194 監訳者解説

た，位相的K 理論そのものの深まりとして，捻れK 理論［38,55］などがある．

歴史的には，1956年にボットがその名を冠した周期性を証明し，1957年に

グロタンディークがヒルツェブルフ リーマン ロッホの定理を一般化するた

めに連接層のK 群を導入したのが始まりである．全集第 2巻の本人注解によ

れば，本書の定理 3. 2. 10のジェイムズの問題がK 理論を系統的に展開する

ことを思い立つ大きなきっかけとなったようだ．1959年にアティヤとヒルツ

ェブルフがボット周期性を用いてグロタンディークのK 理論を一般コホモロ

ジー論として翻案した．1962年にアダムスがK 理論を用いて球面上のベクト

ル場の問題を解決し，1963年にアティヤとシンガーが指数定理のK 理論的証

明を発表して，現代幾何へのK 理論の影響力を決定的なものとした．そして，

1964年には，アティヤとボットが周期性の初等的証明を発表し，本書の基と

なる講義も行われた．ちなみに，K 理論の Kは，類（class）を表すドイツ語の

Klasseに由来し，グロタンディークが命名した［30］．最初は classの頭文字

を用いて C(X)としようとしたが，関数解析を研究していた経験から，C(X)

では連続関数の空間と紛らわしいことに気付いて，K(X)にしたそうだ．K

理論の歴史については，デュドネによる［36］が大変によくまとまっている．

　

2 予備知識と本書以後

2. 1 予備知識
本書を読み始めるために必須の予備知識は，位相空間と線形代数だけであ

る．例えばホモロジーやコホモロジーを知っている必要はない．未知の用語

に出会ったときに頼りになる参考文献として，『岩波 数学入門辞典』（青本和彦

他編著，岩波書店，2005年）と『岩波 数学辞典 第 4版』（日本数学会編，岩波

書店，2007年）がある．また，ウェブサイト Algebraic Topology: A guide to

literature（http://pantodon.jp/）は情報の宝庫である．

位相空間については，普通の学部二年生の講義で扱われる程度で充分で，コ

ンパクトハウスドルフ空間の基本的な知識があれば読み進められる．K 理論

の文脈では，系 1. 4. 14がコンパクトハウスドルフ空間の最も大切な性質であ

る．
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線形代数については，やや進んだ知識まで必要となる．具体的には，テン

ソル積や外積代数など，1. 2節の最後で列挙されている構成が本質的に使われ

る．線形代数は「一点上のK 理論」なのだ．例えば教科書［51］がある．K(X)

加群などの環上の加群も出てくるが，定義を知っていれば充分である．

本書を読み進めていくと有限群の表現論の初歩的な知識も必要となるが，本

書と並行して勉強すれば大丈夫だろう．具体的には，群作用やシューアの補題

と既約表現の分解など，1. 6節が読めれば充分である．有限群の表現論につい

ての古典的名著として教科書［53］がある．1. 6節の冒頭では一般の位相群に対

して定義が述べられているが，本文中では有限群のときしか扱われない．群作

用を考えることは，K 理論において，単なる一般化を越えた意味を持ってい

る．

また，1. 2節や 2. 4節では，圏や関手が出てくるが，定義を知っていれば充

分である．2. 2節のボット周期性の証明では，フェイエールの定理については

教科書［56］があり，行列に値を取る関数の解析については教科書［43］がある．

2. 4節で言及される一般コホモロジー論についての現代的視点からの解説とし

て教科書［45］がある．付録 Aではフレドホルム作用素などヒルベルト空間論

の初歩が必要となるが，教科書［35］は読み易い．付録 Bの後半ではコホモロ

ジー理論とスティンロッド作用素が前提となっているが，やや進んだ内容なの

で，初読の際には飛ばしてもよいかもしれない．付録 Cで扱われているクリ

フォード代数やKO理論とKR理論については，論文［19］や教科書［46］でさ

らに詳しく扱われている．

2. 2 本書以後
本書を読み終わってからは，何を措いても，アティヤ全集第 2巻を眺めて，

手当たり次第の乱読をおすすめしたい．例えば手始めに全集論文番号 28番

の［20］を読んでみれば，本書の復習にもなり，新たにチャーン指標やアティ

ヤ ヒルツェブルフのスペクトル系列を学ぶこともできる．本書の 2. 7節では

トム同型定理のGベクトル束への拡張には真に新しい手法が必要だと強調さ

れている．全集論文番号 46番の［15］の主題がまさにその新しい手法であっ

て，楕円型偏微分作用素の指数である．第 3巻と第 4巻では指数定理の観点
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からK 理論を学ぶこともできる．

本書とは違う角度からK 理論を学ぶのもよいだろう．K 理論の教科書に

はヒルツェブルフによるもの［8,（20）］とボットによるもの［34］もあり，読

み比べてみると創始者の三者三様の視点が味わい深い．カルービによる教科

書［42］は，K 理論でのクリフォード代数の役割を詳らかにしており，キタエ

フ［44］に始まるトポロジカル絶縁体の分類とも関連する．また，概説［10, 11］

にはK 理論の全体像がよくまとまっている．

　

3 本文の補足

3. 1 1967年版と 1989年版の違い
1989年版では，軽微な誤りの修正に加えて，第 2章の前半に改訂があり，

特にボット周期性の証明が大きく書き換えられている．第 2章での変更点に

ついて説明する．

1989年版の 2. 1節ではK 群のホモトピー論的定義が付け加わった．写像

Vectn(X)→Vectn+1(X)を，自明直線束との直和により定める．このとき，

安定同値性の定義より，コンパクト空間X に対して

　
K̃(X) ∼= lim

n→∞
Vectn(X)

が成り立つ．従って，分類空間 BU:= lim
n

(lim
m
Gn(Cm))に対して，定理 1. 4. 15

と合わせて，

　
K̃(X) ∼= lim

n→∞
Vectn(X) ∼= lim

n→∞

[
X, lim

m→∞
Gn(Cm)

] ∼= [X,BU]

を得る．同様にして，コンパクト空間X に対して

　
K(X) ∼= [X,Z×BU]

も成り立つとわかる．また，無限ユニタリ群 U:= lim
n

U(n)に対して，補題

2. 4. 6を言い換えれば，

　
K̃(S(X)) ∼= [X,U]
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だが，これはホモトピー同値 U∼ΩBUからもわかる．一般に，

　
K−n(X) ∼= [X,ΩnBU] ∼= [X,Ωn−1U]

である．

また，1967年版の 2. 4節が，1989年版では §2. 2. Elementary propertiesと

なったが，本質的な違いはない．1967年版にあった一般コホモロジー論への

注意が 1989年版で削除されているのは，一般コホモロジー論という分野の成

熟を表しているのかもしれない．

1989年版の 2. 3節では，ボット周期性が説明されている．ここが 1967年

版と 1989年版の最大の相違点である．ボットによるボット周期性の証明［33］

では，具体的な埋め込み

　
βn : Gn(C2n) =

U(n)

U(n)×U(n)
→ ΩU(2n)

が構成され，ΩU(2n)上のモース理論を考えることによって，n→∞の極限
ではホモトピー同値写像

　
β : Z×BU→ ΩU

を与えることが示された．上述のようにK(X)∼=[X,Z×BU]かつK−2(X)∼=
[X,ΩU]であるから，写像 β は同型K(X)∼=K−2(X)を導く．ところで，写

像 β : Z×BU→ΩUが同型であると示すには，逆写像

　
α : ΩU→ Z×BU

を直接構成してもよい．さらに，定理 A. 1より，族の指数の写像

　
index: F → Z×BU

はホモトピー同値を与える．よって，ボット周期性を示すためには，写像

　
α′ : ΩU→ F

であって，合成 index◦α′ がホモトピー同値になるものを構成すればよいこと

になる．このような α′ を直接構成する方法の一つがテープリッツ写像である．
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詳しくは論文［15］を参照のこと．

さて，1989年版でのボット周期性の証明は，論文［15］の 7. Comparison

with elementary proofでmethod（2A）として言及されているものである．ま

ずはローラン多項式によってテープリッツ写像を有限次元近似することで，フ

レドホルム作用素の空間 F を経由することなく，写像
　

α : K(S2×X)→ K(X)

を構成する．また，上述のボットの写像 β は，ボット元 ([H]−1)∈K−2(X)

の掛け算により与えられる写像

　
β : K(X)→ K−2(X)

と本質的に同じものであることは簡単にわかる．そして，アティヤの回転ト

リック［15, Proposition（1. 5）］を用いて，αは β の逆写像であることが示され

る．ボット周期性の証明の一つの極致であろう．なお，本書や 1967年版の ν

と μが上の αと β である．

1989年版の 2. 4節の内容は 1967年版の 2. 3節の内容と同じである．2. 5節

以降には両者に本質的な差異はない．

3. 2 第 3章の背景とその後の展開
第 3章ではK 理論のコホモロジー作用素とその応用が解説される．参考文

献を補足しておく．

3. 1節の外積冪作用素については，論文［12, 28］も参照のこと．dimK は幾

何学的次元（geometric dimension）とも呼ばれ，論文［12］で実射影空間のユー

クリッド空間への埋め込みの問題に応用されている．

3. 2節ではアダムス作用素とその応用が扱われる．定理 3. 2. 3は「ホップ不

変量 1の問題」であり，原論文は［9］である．この問題は，元々はアダムス［1］

がコホモロジー理論の高次コホモロジー作用素を駆使した議論により解決した

が，アティヤとアダムスはK 理論の一次作用素のみの簡潔な議論による別証

明を与えた．また，アダムスの論文［1］の冒頭には関連する問題が列挙されて

おり参考になる．命題 3. 2. 6のようなアダムス作用素の固有空間としてのコ
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ホモロジー群の特徴付けについては，論文［9］を参照のこと．定理 3. 2. 10は

「ジェイムズの問題」であり，原論文は［29］である．球面上のベクトル場の問

題［2］の複素数での類似である．また，上述のように，このジェイムズの問題

がK 理論を系統的に展開することを思い立つ大きなきっかけとなったようだ．

最後の e不変量については論文［6, Section 7］を参照のこと．

本書を締めくくる 3. 3節の J(X)については，アダムスの連作［3–7］を参照

のこと．論文［3］の CONJECTURE（1. 2）はアダムス予想と呼ばれていたが，

現在では解決されている［31,40,47,48,54］．また，J(X)と関連する群の J ′(X)

には四次元多様体論への鮮やかな応用がある［41］．これらの証明，およびそ

こに展開されている考えはすべて深い．

本稿を書くにあたり，五味清紀・立川裕二・玉木大・深谷英則・古田幹雄・

前川拓海・森晃紀・森田陽介・横山広美・フランソワ ルガルの各氏から意見

をいただいた．また，編集者の大橋耕氏には本書の全体を通してお世話になっ

た．ここに記して感謝の意を表したい．
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