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I

数学つれづれ



純粋と応用

数学を純粋数学と応用数学とに分けるときがある．たとえば，

大学に数学科以外に応用数学科というのがあるときは，数学科

とは純粋数学科を意味する．数学科だけで，応用数学科がない

大学でも，必須課目によって，応用数学プログラムを作り，応

用数学専攻の学生を区別しているところもある．

では純粋数学と応用数学とはどのように違うのだろうか．一

般的に言って，幾何（トポロジーを含む），代数（数論を含む），

解析（微積分，関数論，関数解析など）という大きな 3 分野で

表わされるものが純粋数学であると考えられ，他のものは応用

数学と考えられているようだ．確率論のように一部は純粋数学，

一部は応用数学と考えられ，境界がはっきりしない場合もある．

世間一般の人は数学の分野には詳しくないから，純粋数学と

は抽象的で役に立たないもので，応用数学は実世界と結びつい

た役に立つ数学であるという捉え方をしている人もいる．しか

し，役に立つとか，立たないとかいうのはどういうことなのだ

ろうか．

純粋数学の中でも特に純粋と考えられていた数論が暗号理論

で本質的役割を担っていることは今ではよく知られている．そ

れなしでは銀行のシステムが成り立たないのだから役に立つと

か立たないとかどころではない．数学者自身，貴方が研究され
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ていることはどのようなことに役立つのですか，と尋ねられた

とき，いや，何の役にも立ちませんよと答えたりするが，その

時点では知的好奇心でやっているだけで，実用化されると思っ

ていないという意味である．

後でどのような応用があるか，まったく分からない，役には

立たないけれど，少なくとも世の害にはならないと言った数学

者もいた．第 1 次大戦は化学，第 2 次大戦は物理学による戦

争だったが，次は数学による戦いだと言う人もいる．本当に先

のことは分からないものだ．

そもそも，古代ギリシャ以来，数学と天文学と力学は兄弟の

ようなものである．ニュートン（1642-1727）の微積分は天体の

運動を説明するために創られたようなものだし，5巻から成る

『天体力学』（Mécanique Céleste）を著したラプラス（1749-1827）

は数学者であると同時に天文学者であった．有名なガウス

（1777-1855）の曲面の微分幾何はハノーバー公国の測量という

任務が動機となって創られた理論である．ポアンカレ（1854-

1912）も純粋数学のいろいろな分野で活躍しただけでなく，3

体問題など，天体力学にも貢献した物理数学者でもあった．

20 世紀に入ると一人で何でもできる数学者はワイル（1885-

1955）を最後にいなくなったが，それでも数理物理と幾何の絆

は強く，微分幾何が専門なのか物理が専門なのか分からない人

が今でもいる．このように，純粋数学と応用数学というように

対立させ，分けて考えるほうが不自然なのである．

同様に，いくつかの例で見るように，役に立つ数学と役に立

たない数学という分け方も不自然である．ただし知的好奇心で
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研究するのと，実社会で役に立つことをするという目的で研究

することの違いはある．

数学の研究は，自然科学などと較べて費用はかからないとは

言え，研究者の生活を支え，研究のための旅行とか経済的支援

が必要なのは言うまでもない．政府は，すぐ役に立つかどうか

という短期的な目で見たり，利益を第一に考えたりせず研究費

を出してほしいものである．当初何の役にも立ちそうもない研

究がのちのち想像もできなかった利益をもたらすことがある．

もちろん，これはすべての科学について言えることで，DNA

の発見だって，研究の動機は生命の神秘を解明したいという知

的好奇心であって医学に役立てようということではなかったで

あろう．

しかし政府が出す研究費は国民の税金が原資である．多くの

国民は必ずしも楽しいとは限らない労働をして稼いだ中から税

金を払ったのである．知的好奇心で研究しているわれわれは寸

時もそのことを忘れてはならない．結局はいつまで経っても何

の役にも立たない研究かも知れないのである．社会に対する返

礼として，少なくとも次の世代を育てるための教育には真面目

に力を尽くさねばならない．

4



数学の美を感じさせる証明

数学嫌いの人，数学を無味乾燥なものと考えている人には，

「数学」と「美」と言われても奇異な組み合わせとしか思えな

いかも知れない．ピアノ一つ弾けなくても美しい音楽を楽しめ

るし，画筆を持ったことがなくても東西の絵画を鑑賞できる．

「芸術」と「美」なら自然な組み合わせと誰でも思う．また，

自然の中にも花，鳥，蝶など美しいものはいたるところに見ら

れる．夜空に輝く星を美しいと感じて天文学を志した人，詩人

になった人もいるだろう．

数学の何が美しいかを数学の素人に説明するのは難しい．数

学者はよく「美しい定理」だというような言い方をする．「美

しい」というのは最高の賛辞なのである．「役に立つ」という

よりもである．

では，どのような定理が美しいのであろうか．まず誰にでも

説明できるような単純明快に述べられること．たとえば 300

年も前にフェルマーが述べ，数年前にやっと証明された「フェ

ルマーの最終定理」のことは新聞記事にもなり，一般の人向け

の解説書も出ているので知っている人も多いと思う．

nを 3以上の自然数（n/3, 4, 5, 6, �）とするとき，xn

+yn

/

znとなるような自然数 x, y, zは存在しないという定理である．

n/2の場合には 3
2
+4

2
/5

2
, 5

2
+12

2
/13

2のように自然数
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解がある（実際，n/2 の場合には，すべての整数解（x, y, z）

を決定することはやさしい．x2
+y2

/z2を満たす（x, y, z）は z

を斜辺とする直角 3 角形の辺の長さに相当するので，ピタゴ

ラスの定理との関連から，ピタゴラス数と呼ばれる）．証明は

難解だが定理の言わんとするところは簡明である．

良い定理は一部の人の好奇心を満たすだけで，成り立っても

成り立たなくても構わないというようなものであってはならな

い．当初，フェルマーの最終定理は，証明できたら結構なこと

だが，できても，どうということもないと考えられていた．問

題自身のわかりやすさから多くの人の興味を引いていたのであ

る．ところが，半世紀以上も前のことになるが，二人の日本の

数学者，志村五郎と谷山豊が，フェルマーの最終定理を数学の

大きな流れの中に位置付け，成り立つべき定理，成り立ってく

れないと困る定理としたのである．

G. H. ハーディ（1877-1947）は『一数学者の弁明』（A mathemati-

cianʼs Apology, 柳生孝昭訳，みすず書房，1975）という一般向けの

著書の中で，最も美しい定理の例として次の 2 つのギリシャ

時代の定理を挙げている．

1 番目は「� 2 が分数として書けない」という定理で，これ

はよく中学や高校の数学にも出てくる．� 2/
m

n
と分数として

表わされるとする．このとき，約せるだけ約して，mと nに

は公約数がないようにしておく（
9

6
なら

3

2
とするということで

ある）．

� 2/
m

n
の両辺を 2 乗すると 2/m2$n2，すなわち m2

/2n2

となる．右辺 2n2は偶数だから m2も偶数である．したがって

6



m は偶数である（なぜなら，奇数の 2 乗は奇数だから），m/

2k（kは適当な正の整数）と書くと，m2
/2n2は 4k2

/2n2とな

る．両辺を 2 で割って 2k2
/n2となる．左辺 2k2は偶数だか

ら右辺 n2も偶数．したがって nも偶数．mも nも偶数だと 2

が公約数で，mと nには公約数がないとしたはじめの仮定に

矛盾．よって � 2 は分数では表わせない．

このように，証明したい主張を否定することから矛盾が得ら

れるので，主張が正しいとする証明法（背理法）はユークリッド

の『原論』ではよく使われている（古代ギリシャの数学者ユー

クリッドの『原論』については第 III 部を参照）．

古代ギリシャのピタゴラス学派は自然数と分数（分数は自然

数の比と考えられた）で充分と考えていたので，一辺の長さ 1

の正方形の対角線の長さという幾何学的にも基本的な量 � 2 が

分数として表わせないと知って困惑し，箝
かん

口
こう

令
れい

をしいて，この

事実を秘密にしようとしたと言われている．

第 2 の例は素数が無限にあるという定理である．素数とは

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, … のように 1とそれ自身以

外の自然数では割り切れない数のことである（21は 3と 7で割

り切れるから素数でない）．29の後，さらに続けていくと，素

数の頻度が減ってくるので，そのうちに素数は出てこなくなる

のではと思えるが，いつまでも出てくるというのがこの定理で

ある．2, 3, 5, …, Pと有限個しか素数がないと仮定して矛盾

を導く．すなわち Pを最大の素数と仮定する．

Q/ P2･3･5･�･PQ+1
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と Q を定義する．P を最大の素数としたから，（P より大き

い）Qは素数ではあり得ない．したがって，Qはいずれかの素

数で割れる．しかし，Qの定義から分かるようにどの素数で

割っても 1余る．これは矛盾である．

この定理は美しいというだけでなく，その後の数学の発展に

大きな影響をもたらした深みのある定理なのである．17 世紀

になって，オイラーが素数の逆数
1

2
,
1

3
,
1

5
,
1

7
,

1

11
, … の和が

無限大になることを証明して素数が無限にたくさんあることを

証明し，それがゼーター関数と呼ばれる関数を生んだ．この関

数の研究は現代数学の重要課題の一つである．

ハーディが挙げたこの例は，そういう意味で非常によい例な

のだが，素数という概念を知らない一般人にとってはやさしい

例でないかも知れない．そこで，深みはないけれど，アイデア

の美しさを誰にでも説明できる問題を紹介する．

図 1 のように正方形を縦，横 4 等分して 16 個の小さい正方

形に分ける（6 等分して 36 個の正方形に分けても，10 等分し

て 100 個の正方形に分けてもよい．図を簡単にするため 4 等

分しただけである）．左上隅と右下隅の黒い正方形を切り捨て

ると白い正方形が 14 個残る．小さい正方形を 2 個ずつつない

だ（ドミノのような）形の長方形を 7 枚用意して，14 個の白い

正方形の部分をぴったり覆うことができるかという問題である．

4等分の場合だといろいろ試すことによって解けるかも知れな

いが，10 等分したら手に負えない．

ここで，ヒントはチェス盤（チェッカー盤）を思い浮べてもら

いたい．日本の将棋盤と異なる点は，16 等分された正方形が
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交互に白黒白黒と塗られていることである（図 2 の左）．もちろ

ん，日本の将棋盤は 9 等分されているが，ここではそのこと

は重要ではなく，交互に白黒と色がついていることがかんじん．

そもそも，奇数等分されている場合は正方形の数を数えるだけ
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で答はノーであることは明らかなので，チェス盤のように偶数

等分されている場合だけ考えればよい．

図 2 左のように左上隅が黒いと右下隅も黒いから，その 2

つを除くと白い正方形のほうが多くなる（図 2 右）．だから（白

い正方形と黒い正方形をつないだ）ドミノでは，ぴったり覆う

ことはできない．

この問題は色とは無関係であったが，白黒と塗り分けること

により，答がノーであることは一目瞭然になってしまった．色

を導入するというアイデアが美しいアイデアの一例である．残

念なのは，この問題が解けたからといって数学に何の影響も及

ぼさないから，素数の無限性とは較べものにはならない．
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